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W pracy przedstawiono, co istotne, oryginalną metodykę 
i modele matematyczne z czasem ciągłym analizy efektywności 
techniczno-ekonomicznej skojarzonych źródeł ciepła i energii 
elektrycznej, ich wartości rynkowej oraz analizy i wyceny rynku 
ciepła przez nie zasilanego. Do tej pory w literaturze przedmio-
tu znane i stosowane były jedynie zapisy dyskretne mierników 
efektywności ekonomicznej inwestycji, które mają szereg istot-
nych wad, a których pozbawione są już zapisy w czasie ciągłym 
[1, 2, 9]. Co więcej, przedstawione w niniejszej pracy modele 
mają charakter ogólny, gdy podstawi się bowiem w nich za pro-
dukcję ciepła wartość zero, otrzymuje się modele dla elektrowni 
[2, 9], gdy natomiast wyzeruje się produkcję energii elektrycznej, 
otrzymuje się modele dla ciepłowni.

W Polsce już od lat pięćdziesiątych ubiegłego wieku zwra-
cano dużą uwagę na istotne korzyści z rozwoju kogeneracji, co 
i ostatnio znalazło swój wyraz w podpisanej w kwietniu 2014 
roku nowelizacji Prawa energetycznego, przedłużającą do koń-
ca 2018 r. system wsparcia dla wytwarzania energii elektrycz-
nej w instalacjach wysokosprawnej kogeneracji. Skojarzona 
gospodarka cieplno-elektrycznej w oparciu o zapotrzebowa-
nie na ciepło użytkowe jest bowiem jednym z najważniejszych 
sposobów ekologicznego i ekonomicznego jego wytwarzania. 
Jest bowiem źródłem dużych oszczędności w zużyciu paliw 
pierwotnych. Wspieranie rozwoju produkcji energii elektrycznej 

i ciepła w skojarzeniu jest także od kilku lat, i słusznie, celem 
polityki energetycznej Unii Europejskiej. Wyrazem tego jest Dy-
rektywa 2004/8/WE. Także przyjęta przez Parlament Europejski 
dyrektywa 2012/27/UE w dniu 25 października 2012 r. w spra-
wie efektywności energetycznej uznaje kogenerację za jeden 
ze środków do zapewnienia realizacji wymogów Unii Europej-
skiej w zakresie polityki energetyczno-klimatycznej. Polska jest 
jednym z krajów, w których udział produkcji ciepła w układach 
skojarzonych w łącznej produkcji ciepła w źródłach scentralizo-
wanych kształtuje się na relatywnie wysokim poziomie. W 2011 
roku wyniósł on ok. 64% ciepła wytworzonego ogółem, co po-
zwala rocznie w skali kraju spalać o kilkanaście procent węgla 
mniej. Choć jest to liczba znacząca, to pozostaje jednak jesz-
cze bardzo duży zakres do wykorzystania przez kogenerację, 
co jest konieczne. Zobowiązanie bowiem do redukcji gazów 
cieplarnianych przez polską gospodarkę, bazującą na energii 
elektrycznej wytwarzanej z węgli kamiennego i brunatnego, jest 
kosztowne, i prowadzi do jej dużego osłabienia. Należy przy 
tym zaznaczyć, co bardzo istotne, że węgiel, którego zasoby 
w kraju są duże pozostanie dalej, i słusznie, podstawowym pa-
liwem w krajowej energetyce. Ważne jest zatem, aby politykę 
energetyczną, i nie tylko, w kraju prowadzić tak, by ponosić jak 
najmniejsze koszty dostosowania się do unijnych wymogów kli-
matycznych [11]. Wsparcie dla wytwarzania energii elektrycznej 
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w instalacjach wysokosprawnej kogeneracji ma sprzyjać budo-
wie nowych, wysokosprawnych źródeł kogeneracyjnych oraz 
modernizacji istniejących. Co więcej, zgodnie z podjętą 10 li-
stopada 2009 roku przez Radę Ministrów uchwałą dotycząca 
„Polityki energetycznej Polski do 2030 roku” [12], wielkość pro-
dukcji energii elektrycznej wyprodukowanej w wysokosprawnej 
kogeneracji ma zostać niemal podwojona z poziomu 24,4 TWh 
w 2006 r. do 47,9 TWh w 2030 r. Udział tej energii w całkowitej 
jej produkcji wyniesie wówczas 22% (w 2006 r. udział ten wy-
nosił 16,2%). Założony cel ma zostać osiągnięty poprzez bu-
dowę nowych źródeł kogeneracyjnych i modernizację istnieją-
cych oraz zastąpienie nimi do 2030 r. wszystkich komunalnych 
i przemysłowych ciepłowni. 

Niewyrażona expressis verbis wymowa powyższych fak-
tów pokazuje na konieczność opracowania metodyki i modeli 
matematycznych opisujących przestrzeń funkcyjną zjawisk 
techniczno-ekonomicznych zachodzących w procesach skoja-
rzonego wytwarzania elektryczności i ciepła w celu ich analizy. 
Konieczne jest znalezienie odpowiedzi m.in. na następujące 
fundamentalne pytanie. Jaki jest ekonomicznie uzasadniony 
poziom produkcji energii elektrycznej w stosunku do produkcji 
ciepła w jego źródłach, a więc jaka jest optymalna wartość tzw. 
wskaźnika skojarzenia, która zależy od technologii skojarzo-
nego wytwarzania ciepła i energii elektrycznej? Jak na tę war-
tość wpływają relacje cenowe pomiędzy nośnikami energii i, co 
istotne, ich zmiany w czasie, a także zmiany w czasie wartości 
jednostkowych, taryfowych opłat za korzystanie ze środowiska 
naturalnego oraz, co bardzo istotne, koszt zakupu pozwoleń na 
emisję CO2? Jakie więc technologie skojarzonego wytwarzania 
ciepła i energii elektrycznej są i będą najbardziej ekonomicznie 
opłacalne? Kolejne pytanie, czy warto modernizować już istnie-
jące skojarzone źródła ciepła i energii elektrycznej, a jeśli tak, 
to do jakich technologii?

Przeprowadzenie wielowariantowych techniczno-ekono-
micznych analiz za pomocą przedstawionych w pracy modeli 
z czasem ciągłym pozwoli znaleźć odpowiedzi na powyższe, 
i nie tylko, pytania.

 

Modele matematyczne z czasem ciągłym 
analizy jednostkowych kosztów wytwarzania 

ciepła, wyceny rynku ciepła oraz wartości 
rynkowej elektrociepłowni go zasilających

Głównym celem prowadzenia każdej działalności gospo-
darczej jest przynoszenie zysku. Aby go osiągnąć konieczne są 
odpowiednie strategie inwestycyjne. Strategie inwestycyjne to 
decyzje, które mają fundamentalny wpływ na kondycję finan-
sową inwestorów. Oznaczają ponoszenie nakładów, wiążą na 
wiele lat środki przeznaczone na ich finansowanie, przynoszą 
efekty z pewnym opóźnieniem, charakteryzują się ryzykiem. 
Podejmując decyzję inwestycyjną należy w sposób niezwykle 
uważny przeanalizować każdy z rozważanych projektów in-
westycyjnych w celu dokonania właściwej oceny i właściwego 
wyboru, uwzględniając przy tym różne elementy tych projek-
tów, w tym w pierwszym rzędzie aspekty ryzyka i niepewno-
ści, zwłaszcza w niestabilnych warunkach gospodarczych. Fi-
nansowa opłacalność jest więc dla inwestora najważniejszym 
kryterium oceny inwestycji. Oznacza to, że przed podjęciem 

decyzji o zaangażowaniu środków kapitałowych inwestor musi 
mieć pewność, że stopa zwrotu zainwestowanego kapitału bę-
dzie odpowiednio duża. Jeśli tak nie będzie, inwestor nie po-
dejmie żadnej decyzji inwestycyjnej. Odpowiedź na pytanie, jak 
duża jest opłacalność ekonomiczna inwestycji w źródła ciepła 
i energii elektrycznej, i nie tylko, dają obliczone dla niej wartości 
mierników oceny efektywności ekonomicznej. Należą do nich 
m.in. wartość rynkowa elektrociepłowni oraz wartość rynku 
ciepła i energii elektrycznej przez nie zasilanego [1, 2, 9]. To 
wartości tych mierników, które zależą od wysokości kosztów 
wytwarzania ciepła w elektrociepłowni i wysokości przycho-
du ze sprzedaży wyprodukowanej w nich energii elektrycznej 
(przychód ten, to tzw. koszt uniknięty produkcji ciepła), decydu-
ją o strategii inwestycyjnej w skojarzone źródła ciepła i energii 
elektrycznej. Wysokość kosztów i wysokość produkcji energii 
elektrycznej zależą od technologii skojarzonego wytwarzania 
ciepła i elektryczności.

Wartość rynkowa elektrociepłowni Jrw , to cena jej sprze-
daży/zakupu przez jej właściciela/nabywcę, przy której zarów-
no właściciel jak i nabywca osiągają satysfakcjonujący ich zysk. 
Wartość rynku ciepła i energii elektrycznej, i nie tylko, to nato-
miast wyrażony w pieniądzu zysk NPV, jaki można osiągnąć 
lokując na nim środki finansowe. Podstawowym kryterium wy-
ceny wartości dowolnych przedsiębiorstw, a więc także źródeł 
ciepła i energii elektrycznej, powinna być osiągana stopa opro-
centowania IRR inwestowanego kapitału [1, 2, 9]. Satysfakcjo-
nujący zysk dla kupującego lub budującego elektrociepłownię, 
zwanym dalej IPP (Independent Power Producer), to zatem od-
powiednia wysokość stopy oprocentowania IRRrw

IPP kapitału Jrw , 
jaki zamierza w nią zainwestować. Oprocentowanie to powinno 
być większe od oprocentowania, jakie mógłby osiągnąć lokując 
środki finansowe Jrw na rynku kapitałowym. Satysfakcjonujący 
zysk dla sprzedającego elektrociepłownię, to odpowiednia wyso-
kość udziału vm (tzw. względna wartość rynku) we współwłasno-
ści elektrociepłowni, jaką chce zachować dla siebie. Wielkości 
IRRrw

IPP  i vm są ze sobą ściśle powiązane. Kupując elektrociepłow-
nię IPP przejmuje także, proporcjonalnie do swojego udziału 
(1 ‒ vm) w jej współwłasności, zobowiązania finansowe związa-
ne z kredytem zaciągniętym na jej budowę. Jak już zaznaczono 
wartości wymienionych mierników zależą od kosztu wytwarzania 
ciepła w elektrociepłowni.

Modele matematyczne bez uwzględnienia nakładów 
inwestycyjnych na modernizację elektrociepłowni 

Wartość rynkowa elektrociepłowni bez uwzględnienia  
nakładów inwestycyjnych na jej modernizację

Fundamentalną zależnością, za pomocą której wyznacza 
się wartość rynkową dowolnych przedsiębiorstw, a więc i elek-
trociepłowni, jest równanie na wewnętrzną stopę zwrotu IRR 
z kapitału inwestycyjnego [1, 2, 9]: 

(1)
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gdzie:
A	 −	 rata amortyzacji,
F	 −	 zmienne w czasie odsetki (koszty finansowe) od środków 

inwestycyjnych; odsetki F są nieznaną funkcją zmiennych 
w czasie rat R; F = F [R(t)],

Ke	−	 zmienne w czasie roczne koszty eksploatacji,
p	 −	 stopa podatku dochodowego,
R	 −	 zmienna w czasie rata spłaty kredytu,
SR	−	 zmienny w czasie przychód,
t	 −	 czas,
T	 −	 wyrażony w latach kalkulacyjny okres eksploatacji elektro-

ciepłowni,
vm	−	 względna wartość rynku ciepła (0 ≤ vm ≤ 1); jest to procen-

towa wartość udziału dotychczasowego właściciela we 
współwłasności z IPP w sprzedanej mu elektrociepłowni.

W równaniu (1) i wszystkich zależnościach w niniejszej pracy 
zachowano takie same oznaczenia i scenariusze zmian w cza-
sie kosztów eksploatacji, kosztów kapitałowych i przychodów ze 
sprzedaży ciepła i energii elektrycznej, jak w pracach [1−9].

Po scałkowaniu zależności (1) otrzymuje się:
•	 wartość rynkowa elektrociepłowni Jrw (wzór poniższy 

zapisano dla ogólnego przypadku, tj. dla sytuacji, gdy w ob-
liczeniach jest uwzględniany również podatek dochodowy 
o stopie podatkowej p od zysku brutto)

(2)                    

przy czym

(3)

gdzie:
ael , aC , apal , aCO2 , aCO , aSO2 , aNOX , apył  ,bCO2	 ‒	wykładniki eksponent, 

tzw. sterowania,
b	 ‒	okres trwania budowy elektrociepłowni wyrażony w la-

tach, 
eel

t=0, ec
t=0, epal

t=0, eCO2
t=0, pCO2

t=0, itd.	 ‒	początkowe wartości cen energii 
elektrycznej, ciepła, paliwa, zaku-
pu pozwoleń na emisję CO2, tary-
fowych opłat środowiskowych,

Eel,R	 ‒	 roczna produkcja netto energii elektrycznej w elektro-
ciepłowni, MWh/a,

IRRp,rw
IPP	‒	 żądana przez IPP wartość stopy oprocentowania kapi-

tału Jrw,p przy uwzględnieniu podatku dochodowego od 
zysku brutto, tj. dla p ≠ 0, 

J	 ‒	 nakłady inwestycyjne poniesione na budowę elektrocie-
płowni, PLN,

pCO2 , pCO , pNOX , pSO2 , ppył	‒	jednostkowe stawki za emisję CO2, CO, 
NOx, SO2, pyłu, PLN/kg,

QR	 ‒	 roczna produkcja netto ciepła w elektrociepłowni, GJ/a,
r	 ‒	 stopa oprocentowania kapitału inwestycyjnego,
hc	 ‒	 sprawność energetyczna netto wytwarzania ciepła i energii 

elektrycznej w elektrociepłowni,
T	 ‒	 wyrażony w latach kalkulacyjny okres eksploatacji elektro-

ciepłowni,
u	 ‒	 udział energii chemicznej paliwa w całkowitym jej rocznym 

zużyciu, dla którego nie jest wymagany zakup pozwoleń na 
emisję CO2,

xwu,m,od	 ‒	 współczynnik uwzgledniający koszty wody uzupełnia-
jącej, materiałów pomocniczych, odprowadzania ście-
ków, składowania żużla, odpadów (w praktyce wartość 
xwu,m,od wynosi ok. 0,25),

xpł,p,ub	 ‒	 współczynnik uwzgledniający koszty płac, podatków, 
ubezpieczeń itd. (w praktyce wartość xpł,p,ub wynosi 
ok. 0,02),

drem	 ‒	 roczna stopa kosztów stałych zależnych od nakładów 
inwestycyjnych poniesionych na budowę elektrocie-
płowni (koszty konserwacji, remontów urządzeń),

ρCO2 , ρCO , ρNOX , ρSO2 , ρpył	 ‒	 emisje CO2, CO, NOx, SO2, pyłu na 
jednostkę energii chemicznej paliwa, 
kg/GJ (wielkości te zależą od zastoso-
wanego paliwa).

Wartość rynkowa elektrociepłowni Jrw jest funkcją względ-
nej wartości rynku vm, stóp r i IRRrw

IPP, cen nośników energii oraz 
opłat środowiskowych. Wartość Jrw jest wyliczana z (2) przy 
założeniu, że nie jest osiągany zysk z pracy elektrociepłowni, 
a więc podatek dochodowy od zysku brutto jest równy zero, 
czyli stopa p = 0. Roczny zysk jaki osiąga inwestor IPP jest 
już jednak zyskiem po opodatkowaniu i IPP może żądać, by 
wartość oprocentowania kapitału zainwestowanego w zakup 
elektrociepłowni obliczać dla zysku netto [1, 2]. Uwzględniając 
zatem podatek dochodowy od zysku brutto, wewnętrzną sto-
pę zwrotu IRRp,rw

IPP należy, jak już wyżej zaznaczono, wyznaczać 
z (2) przy p ≠ 0 (obecnie w Polsce p = 19%). W tej sytuacji na 
przykład dla żądanej przez IPP wartości IRRp,rw

IPP równej IRRrw
IPP 

i dla tej samej względnej wartości rynku vm maleje cena zakupu 
elektrociepłowni z wartości Jrw do wartości Jrw,p . Gdy natomiast 
Jrw = Jrw,p i IRRrw

IPP = IRRp,rw
IPP, to maleje względna wartości ryn-

ku vm i rośnie zysk NPVIPP dla IPP.
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Gdy we wzorze (2) za Jrw,p podstawi się rzeczywiste nakłady 
finansowe J poniesione na budowę elektrociepłowni oraz przy 
założeniu, że z eksploatacji elektrociepłowni nie jest osiągany 
zysk, a więc p = 0, to dla vm = 0 otrzymuje się wartość całko-
witego oprocentowania IRR (IRR oczywiście nie zależy od vm), 
jakie przynosi kapitał J [1]. Oczywiście musi zachodzić zależność 
IRRrw

IPP ≤ IRR (gdy IRRrw
IPP = IRR, wówczas jedynym właścicielem 

elektrociepłowni jest IPP). W przeciwnym wypadku rynek ciepła 
dla IPP jest całkowicie nieatrakcyjny.

Wartość rynku ciepła bez uwzględnienia nakładów 
inwestycyjnych na modernizację elektrociepłowni

Fundamentalną zależnością, za pomocą której wyznacza 
się wartość rynku zasilanego w dowolne towary przez dowolne 
przedsiębiorstwo, a więc i wartość rynku ciepła zasilanego przez 
elektrociepłownię, jest równanie na całkowity zysk NPV, jaki się 
osiąga z jej eksploatacji przez okres T lat [1, 2, 9]:

(4)

Zysk jaki osiąga IPP wyznacza się z równania:

(5)

Po scałkowaniu (5) otrzymuje się:
•	 wartość rynku ciepła dla IPP

(6)

gdzie:
z	 –	 współczynnik dyskontujący (współczynnik zamrożenia) na-

kłady inwestycyjne J poniesione na budowę elektrociepłow-
ni na moment jej zakończenia [1].

Wzór na całkowitą wartość rynku NPV wyznacza się z (6) 
dla vm = 0. Wartość rynku dla sprzedającego elektrociepłownię 
wynosi NPV vm .

Jednostkowy koszt produkcji ciepła  
bez uwzględnienia nakładów inwestycyjnych  

na modernizację elektrociepłowni

Średni jednostkowy koszt produkcji ciepła w elektrocie-
płowni kc,śr w okresie T lat jej eksploatacji wyznacza się z (6) 
z warunku NPV IPP = 0 przy ac = 0:

(7)

gdzie:
i	 –	 jednostkowe nakłady inwestycyjne poniesione na budowę 

elektrociepłowni,

	 –	 roczny wskaźnik skojarzenia.

Wartość kosztu kc,śr może być nawet ujemna dzięki koszto-
wi unikniętemu, który jest równy ze znakiem minus przychodowi 
ze sprzedaży energii elektrycznej wyprodukowanej w elektrocie-
płowni

Koszt uniknięty może bowiem przewyższać roczne koszty eks-
ploatacji i koszt kapitałowy działania elektrociepłowni.
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Modele matematyczne  
uwzględniające nakłady inwestycyjne  

na modernizację elektrociepłowni 

Na rysunku 1 przedstawiono diagram czasowy, jakim po-
służono się do zbudowania modelu matematycznego służącego 
do analizy efektywności ekonomicznej zmodernizowanej elektro-
ciepłowni.

(8)

przy czym (9)

(10)

(11)

JM	 –	 nakłady inwestycyjne na modernizację elektrociepłowni.

Po scałkowaniu (8) otrzymuje się:
•	 wartość rynkowa elektrociepłowni Jrw uwzględniająca 

nakłady inwestycyjne JM na jej modernizację (wzór poniższy, 
tak jak (2) zapisano dla ogólnego przypadku, tj. dla sytuacji, 
gdy w obliczeniach jest uwzględniany również podatek do-
chodowy o stopie podatkowej p od zysku brutto)

(12)

okres eksploatacji 
przed modernizacją

okres eksploatacji po modernizacji

okres modernizacji

t1 – moment rozpoczęcia modernizacji (t = t1)

0 – moment zakupu (t = 0)

1      ...    t1-1               t2             ...           t - lata        ...             T - 1

T

... ...

Rys. 1. Diagram czasowy pracy zmodernizowanej elektrociepłowni

Przedziały czasu 〈0, t1〉, 〈t1, t2〉, 〈t2, T 〉 reprezentują kolejno 
lata eksploatacji elektrociepłowni przed, w trakcie i po jej mo-
dernizacji.

Rynkowa wartość elektrociepłowni uwzględniająca  
nakłady inwestycyjne na jej modernizację

Fundamentalną zależnością, za pomocą której wyznacza 
się rynkową wartość elektrociepłowni z uwzględnieniem nakła-
dów inwestycyjnych na jej modernizację jest równanie na we-
wnętrzną stopę zwrotu IRR [1, 2, 9]: 



strona 18 styczeń  2017www.energetyka.eu



styczeń  2017 strona  19www.energetyka.eu

Wartość rynku ciepła z uwzględnieniem nakładów inwestycyjnych na modernizację elektrociepłowni

Fundamentalną zależnością, za pomocą której wyznacza się wartość rynku ciepła zasilanego przez elektrociepłownię uwzględnia-
jącą nakłady inwestycyjne JM na jej modernizację jest równanie na całkowity zysk NPV, jaki osiąga się z jej eksploatacji przez okres T lat 
[1, 2, 9]:

(13)
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Wzór na całkowitą wartość rynku NPV wyznacza się z (13) dla vm = 0. Wartość rynku dla sprzedającego elektrociepłownię 
wynosi  NPV vm .

Po scałkowaniu (13) otrzymuje się:
•	 wartość rynku ciepła dla IPP

(14)
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Jednostkowy koszt produkcji ciepła z uwzględnieniem nakładów inwestycyjnych na modernizację elektrociepłowni

Średni jednostkowy koszt produkcji ciepła kc,śr w okresie T lat jej eksploatacji wyznacza się z (14) z warunku NPV IPP = 0 przy ac = ac
M 

= ac
mod = 0:

(15)

Przychody ze sprzedaży energii elektrycznej wyprodukowanej w elektrociepłowni ze znakiem minus

stanowią koszt uniknięty produkcji ciepła w elektrociepłowni. 
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Podsumowanie

Zaprezentowane modele matematyczne z czasem ciągłym 
analizy efektywności techniczno-ekonomicznej skojarzonych źró-
deł ciepła i energii elektrycznej, ich wartości rynkowej oraz analizy 
i wyceny rynku ciepła przez nie zasilanego pozwalają na szeroką 
analizę techniczno-ekonomiczną polskiej, i nie tylko, energetyki. 
Analiza techniczno-ekonomiczna gospodarki cieplno-elektrycznej 
wykonana za pomocą przedstawionych modeli pozwoli m.in. od-
powiedzieć na następujące pytania. W jakie technologie skojarzo-
nego wytwarzania ciepła i energii elektrycznej należy inwestować? 
Ile można „zarobić” inwestując na rynku ciepła? W jakim stopniu 
na wartość tego rynku wpływają ceny nośników energii i jednost-
kowe taryfy opłat za zanieczyszczanie środowiska naturalnego 
oraz zmiany ich wartości w czasie. Jak wpływa na wartość rynku 
roczny czas pracy źródeł ciepła, cena zakupu pozwoleń na emi-
sję CO2, nakłady inwestycyjne na modernizację elektrociepłowni? 
Jaka jest cena rynkowa elektrociepłowni? Itd.
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